Numeros y desigualdades

Lo que debes saber

Distintas clases de numeros
NUmeros naturales.Los numerosaturales 1,2,3,... . El conjunto de todos ellos se representayaor
NUmeros enterosLos numero®nteros...,-2,-1,0,1,2,... cuyo conjunto se representazor

NUmeros racionalesLos niumerosacionalesque son cocientes de la formpglg dondep€Z, g€ N,
cuyo conjunto representamos [@r

Numeros irracionales.También conoces otros nimeros coiid, 7z, 0 el nimero e que no son nime-
ros racionales y que se llaman, con una expresion no demesiadunadanumeros irracionales

Numeros realesEl conjunto formado por todos los niUmeros racionales eionates se llama conjunto
de losnumeros realesy se representa pdt.

EsclaroqueN Cc Z Cc Q C R.

Axiomas de los numeros reales

Axiomas algebraicos

Propiedades asociativas(x + y) + z =x + (y + z), (xpy)z=x(yz2).
Propiedades conmutativa.s x + y =y + x, Xy =yx.

Elementos neutrosEl 0 y el 1 son tan importantes que enunciamos seguidamente susgadpi
0+ x = x, lx = x paratodox eR.

Elementos opuesto e inversd?ara cadar € R hay un nimero real llamadipuesto dex, que repre-
sentamos por-x, tal que x + (—x) = 0. Para cada ndmero real # 0 hay un ndmero real llamado
inverso dex, que representamos par !, tal que xx~! = 1.

Observacion importante.—x no debe leerse “menas sino “opuesto dex”.
Propiedad distributiva. (x + y)z =xz + yz.
Algunas consecuencias de los axiomas algebraicos

e Cualquier nimero multiplicado péres igual &: 0x = 0.
e El 0 no tiene inverso. No se puede dividir gor
e Paratodos, y €R se verifica qué—x)y = —xy.

e Paratodos, y R se verifica qué—x)(—y) = xy.

Axiomas de orden

Los nimeros suelen representarse como puntos de una reatguense fija un origen, €, de forma
arbitraria. Los numeros que hay a la derech@,de llamanpositivosy el conjunto de todos ellos se
representa pdR ™. Se verifican las siguientes propiedades.
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e Ley de tricotomia. Para cada niumero realse verifica una sola de las siguientes tres afirmaciones:
x = 0, x es positivo,—x es positivo.

e Estabilidad deR*. La sumay el producto de niimeros positivos es también un rojpositivo.

Los elementos del conjuntB~= {—x : x € R} se llamamumeros negativos

Definicion. Parax, y € R escribimosx < y (léasex es menor que) o y > x (léasey es mayor
quex) paraindicar quey —x € R™, y escribimosx <y o y=>x paraindicar quey —x € R* U {0}.

Notacién.En adelante usaremos las notaciofes:= R* U {0}, R; =R~ U {0} y R* = R\ {0}.
Reglas para trabajar con desigualdades

Se dice que dos igualdades o dos desigualdadesqaralenteguando siempre que una de ellas es
cierta también lo es la otra. En lo que sigue se supone gue son nimeros reales.

e Las desigualdades < b y a + ¢ < b + ¢ son equivalentes.
e Paratodoc > 0 se verifica que las desigualdades b y ac < bc son equivalentes.

e Paratodoc < 0 se verifica que las desigualdades< b y ac > bc son equivalentes.

Se verifica quezbh > 0 si, y s6lo sia e b son los dos positivos o los dos negativos. En particular, si
a # 0 entonces se verifica que® > 0.

. 1 .
Las desigualdades > 0 y ” > 0 son equivalentes.

Supuesto quer y b son los dos positivos o los dos negativos, se verifica quedasgydaldades

1 1 .
a<by b < — son equivalentes.
a

Definicién. Se dice que un conjunto no vacio de niumeros reales, R, tienemaximosi hay un
nameroM € A que es el mayor de todos los elementosides deciry < M paratodor € 4. Cuando
esto ocurre, escribimakl = max 4. Se dice que un conjunto no vacio de nimeros redles,R, tiene
minimosi hay un nimera: € A que es el menor de todos los elementosides decirm < x para todo
x € A. Cuando esto ocurre, escribimas= min 4.

Valor absoluto. El valor absolutode un numera: € R se define como el nimero:

x| = X Six=0

Tl —x six<0
Geométricamentey| representa la distancia deal origen,0, en la recta real. De manera mas general:
|x — y| = distanciaentre e y

representa la longitud del segmento de extremes.
Estrategia Util para probar desigualdades entre nimeros psitivos
e Supuesto que: =0 y b > 0, se verifica que las igualdades= b y a*> = b2 son equivalentes.

e Supuesto que =0 y b = 0, se verifica que las desigualdades b y a?> < b? son equivalentes.
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Propiedades del valor absolutoParax, y € R se verifica que:
i) |x| <y esequivalenteay < x < y.
i) |xyl=Ix||y].
i) |x+ y| <|x|+ |y|. Ademas, se verifica quiec + y| = |x| + |y| si, y s6lo sixy = 0.
iv) |lx] =yl <|x —y| ylaigualdad se da si, y s6lo siy = 0.

El apartado iii) se conoce confdesigualdad triangular).

Te recuerdo que debes leer de forma correcta las propiedati®res: no te fijes en las letras sino
en los conceptos. La propiedad ii) debes le&glasalor absoluto de un producto es igual al producto
de los valores absolutosPor su parte, la desigualdad triangular dice dos cosas:

e El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma dealoges absolutos.

e El valor absoluto de una suma es igual a la suma de los valobsslatos si, y sélo si, todos los
sumandos son positivos o todos todos los sumandos sonvegati

La siguiente desigualdad es una de las mas utiles del AnBlisiematico.

Desigualdad de las mediasCualesquiera sean los nimeros positivpsi,, - - - , a, Se verifica que:
a+a+---+a
Yayaz--ay < d
n
Y laigualdad se da si, y s6lo 8i;y = a; = --- = a,,.
Intervalos

Usaremos las siguientes notaciones para los distintos dpantervalos.
Intervalos que tienen dos puntos extremqgsh (dondez < b son nimeros reales):

[a,b] = {xeR:a<x<b} (intervalocerrado)
la,b] = {xe€eR:a<x <b} (intervaloabierto)
[a,b] = {xeR:a<x<b} (intervaloabiertoa derechay cerrado aizquierda)
la,b] = {xeR:a<x<b} (intervaloabiertoaizquierday cerrado a derecha)

Intervalos que tienen un Unico punto extreme R llamadoorigendel intervalo:

]—o0,c] = {xeR:x<c} (semirrectaabiertaa laizquierda)
]—o00,c] = {xeR:x<c¢} (semirrectacerrada a laizquierda)
le, 400 = {xeR:x>c¢} (semirrectaabiertaaladerecha)
[c,4+o0o] = {xeR:x>=c} (semirrectacerradaa laderecha)

Finalmente, la recta re&®, es también un intervalo. Hay caprichosos a quienes les gssfribir
R=] — o0, +o0].

Ejercicios tipicos de desigualdades

Desigualdades entre polinomiosSupongamos que(x) es una funcién polinémica de una variable,
y queremos calcular para qué valores de la variatsle verifica quep(x) > 0.

En este tipo de ejercicios hay que tener en cuenta el siguiestiltado.
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Una funcién polinémica solamente puede cambiar de signo€puintos donde se anula,
y por tanto entre cada par de raice®nsecutivaglicha funcién es siempre positiva o
siempre negativa.

Naturalmente, para poder usar este resultado debemos @&npezalcular las raices reales de la
ecuacionp(x) = 0. Esto solamente puede hacerse en casos sencillos comgepmie calcular las
raices enterasle un polinomio con coeficientes enteros y coeficiente delitér de mayor grado igual
a 1, pues sabemos que dichas raices deben ser divisoresmabténdependiente.

Si nos piden estudiar para qué valores de la variabke verifica una desigualdad del tipo
p(x) < ¢(x), dondep(x) y ¢(x) son funciones polinGmicas, basta observar que la desigtdedd
p(x) <g(x)y g(x)— p(x) > 0 son equivalentes y que(x) — p(x) es una funcion polinémica por
lo que podemos seguir el mismo procedimiento anterior.

Observacion importante. Podemos usar el hecho de que las desigualdddes0 y » = 0 son equi-
valentes cuande = 0 para simplificar el estudio del signo de una funcién polirgani

Por ejemplo, sea la funcion polindmipax) = (x + 2)%(x + 1)%x(x — 1)’ (x —4)8(x? + x + 1).
Como(x +1)2=0, (x —4)° >0y x? +x + 1 es un trinomio con raices imaginarias y cuyo coeficiente
del términox? es positivo, por lo que se verifica qué + x + 1 > 0 para todox € R (de hecho
x2 4+ x+1=(x+1/2)%2 +3/4 > 0), deducimos que la desigualdadx) > 0 es equivalente a
(x +2)3x(x—1)°=0.

Fijate que lo que hemos hecho ha giescindir de las raices de orden péa raiz—1 de order2
y laraiz4 de orders). También podemos prescindir de los trinomios con raicegtejas porque son
siempre positivos o siempre negativos.

Podemos simplificar mas teniendo en cuenta qéteesi un nimero impar entoncey « son los
dos positivos o los dos negativos. Por tanto la desigualsdlad 2)3x(x — 1)° > 0 es equivalente a
(x +2)x(x — 1) = 0. Esta tltima ya es muy facil de estudiar y deducimos g8 < 0 parax < —2,
p(x)=0para—2 < x < 0, p(x) <0 parad < x < 1y p(x) =0 parax > 1. Teniendo ahora
en cuenta quep(x) solamente se anula en los punte3, —1,0, 1,4, podemos precisar el resultado
obtenido como sigue:

p(x) <0 paratodox €] — oo, —2|

p(x) > 0 paratodox €] —2,—1[U] —1,0[
p(x) <0 paratodox €]0, 1]

p(x) > 0 paratodox €]1,4[UJ4, +o0]

Es facil deducir de lo anterior el siguiente resultado.

Una funcién polindmica cambia de signo en las raices reatesrden impar y no cambia
de signo en las raices de orden par.

Desigualdades entre funciones racionaleSupongamos que(x) Yy ¢(x) son funciones polinémicas
de una variable, y queremos calcular para qué valores deikbleax se verifica quc%x)) > 0. Se
q(x

supone que los polinomigs(x) y ¢(x) no tienen factores comunes.

. X . .
Para ello basta tener en cuenta que la de&guaﬁa(ga% > 0 es equivalente a la desigualdad
q(x

p(x)q(x) > 0, la cual ya sabemos resolver porquier)g(x) es una funcion polinémica.
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Si nos piden estudiar para qué valores de la variablkee verifica una desigualdad del tipo
R(x) < Q(x), dondeR(x) y Q(x) son funciones racionales, basta observar que la desigiesda
R(x) < Q(x)y O(x)— R(x) > 0 son equivalentes y qué&(x) — R(x) es una funcién racional por
lo que podemaos seguir el procedimiento indicado.

Igualdades o desigualdades en las que intervienen valorelssolutos

e lgualdades del tipd f(x) + g(x)| = | f(x)| + |g(x)]. Como consecuencia de la desigualdad trian-
gular, laigualdad f'(x) + g(x)| = | f(x)| + |g(x)| es equivalente a la desigualdadyx)g(x) = 0.

e Unaigualdad del tipd 7 (x)| = |g(x)| es equivalente a la igualddd (x))? = (g(x))?; y también es
equivalente a que se verifique alguna de las igualdgde$ = g(x) o f(x) = —g(x).

e Una igualdad del tipo| f(x)| = g(x) es equivalente a que se verifique alguna de las igualdades
f(x)=g(x) o f(x)=—g(x),yademas que se verifiqgéx) = 0.

e Una desigualdad del tippf (x)| < |g(x)| es equivalente a la desiguald@(x))? < (g(x))>.

e Una desigualdad del tip¢f(x)| < |g(x)| también puede estudiarse calculando los valores de
para los que se da la igualddd'(x)| = |g(x)|, es decir, los puntos en que se anula la funcién
h(x) = |f(x)] — |g(x)|. Estos puntos determinan intervalos en los que la funkcign tiene signo
constante.

e Una desigualdad del tipof(x)| < g(x) es equivalente a que se verifiquen las dos desigualdades
—g(x) < f(x) < g(x), y ademas que se verifiqgéx) = 0.

e Una desigualdad del tipdpf(x)| = g(x) se verifica para los valores detales queg(x) < 0;y
para aquellos valores depara los quez(x) = 0 es equivalente a que se verifique alguna de las dos
desigualdadeg(x) < —g(x), f(x) = g(x).

Observacion importante. Las reglas anteriores se aplican exactamente igual pasidagles o de-
sigualdades en las que intervienen mas de una variable.

Por ejemplo, una igualdad del tigg'(x, y) + A(z)| = | f(x, y)| + |h(z)| es equivalente a la de-
sigualdadf (x, y)h(z) = 0. Es posible que esta ultima desigualdad no pueda simpsiécan cuyo caso
debemos dejarla indicada tal como esta.

En general, para resolver igualdades o desigualdades gudamtervienen valores absolutos se
deben considerar todos los casos posibles para quitarlmesabsolutos que aparecen.

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualdafiv® — 6x + 8| = x — 2.

Solucion. La primera condicion que debe cumplirse es gue 2 = 0, esto esx > 2. Parax < 2 la
igualdad del enunciado no puede darse nunca. Supuesto®ela igualdad del enunciado equivale
a que se verifique alguna de las igualdades:

a) x> —6x +8=x—2, b) x?—6x+8=—x+2

La igualdad a) es? — 7x + 10 = 0, cuyas soluciones sdhy 5. La igualdad b) es? — 5x + 6 =0,
cuyas soluciones sdhy 3. Observa que todas las soluciones obtenidas son mayoraslesgjue.
Concluimos que la igualdad del enunciado es cierta pat, x =3y x = 5.
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: , - . -2 1
Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la desgualda%‘ > 7
Xe — 2LX —

Solucién.La desigualdad del enunciado equivale a que se verifiquaalde las desigualdades:

x—2 1 x—2 1
—_— > -, by —m— < ——
x2—-2x—-1 2 x2—2x—1 2
La desigualdad a) es equivalente a:
x—2 1 —x2+4x -3
— = T s 0= (X F4x =) —2x—1)>0
X2—2x—1 2 20:2—2x—1) (=x"+dx =3 —2x =)

Calculando las raices de los dos trinomios obtenemos que csdenadas de menor a mayor,
{l — V21,14 V2, 3}. Son todas ellamices imparesle ordenl (raicessimple$, por lo que el poli-

nomio p(x) = (—x2 4+ 4x —3)(x> — 2x — 1) cambia de signo en todas elld&Acilmente se ve que para
x < 1—+/2 setiene que(x) < 0. Deducimos que:

p(x) <0 paratodox €] — oo, 1 — /2]
p(x) > 0 paratodox €]l — /2, 1]
p(x) <0 paratodox €]l,1 + /2|
p(x) > 0 paratodox €]l + +/2,3|
p(x) <0 paratodox €]3, +o0|

Concluimos que la desigualdad a) se verifica pagdl — /2, 1[U]1 + +/2, 3.
Analogamente se obtiene que la desigualdad b) se verifiearpar— /5, 1 — v/2[U]V/5. 1 + V2.
Finalmente, la desigualdad del enunciado se verifica para

x €)= V5,1 = V2[Ull = V2, 1[UIV/5,1 + V2[U]l + /2. 3].

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualdad

|x? 4+ 3x — 9 = [x* + x — 6] + [2x — 3.

Solucion.Poniendof (x) = x2 + x — 6y g(x) = 2x — 3, laigualdad del enunciado se escribe como
| £(x) + g(x)|=|f(x)|+]|g(x)|, igualdad que equivale A(x) g (x)=0, es decil(x +x—6)(2x—3)=0.
Calculando las raices del trinomio tenemos que

(X2 4+ x—6)(2x —3) =2(x + 3)(x — 2)(x — 3/2).

Por tanto,f(x)g(x) es un polinomio cuyas raices;3,3/2,2}, son simples y, por tanto, cambia de
signo en todas ellas. Deducimos facilmente que la desigddl@i) g (x) =0 se verifica s-3<x <3/2,
osix=2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la desigualdda? — 6x + 5| > |x% + 2x — 3|.

Solucion. Empezamos calculando los puntos en que se verificadxfue 6x + 5| = |x2 + 2x — 5|.
Puesto que dos numeros tienen igual valor absoluto si safeigo son opuestos, esta igualdad equivale
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a que se verifique alguna de las dos igualdades6x +5=x242x—5, x2—6x +5=—(x24+2x—5).
La primera solamente se verifica para= 5/4 y la segunda para = 0 y x = 2. Deducimos que la
funcioni(x) =|x? — 6x + 5|—|x? + 2x — 5| tiene signo constante en los intervaleso, 0[, 10, 5/4],
15/4,2[y ]2, +o0[. Tenemos que:

h(-1)=6 =— h(x) > 0paratodox €] — o0, 0[
h(l)=-2 = h(x) <0paratodox €]0,5/4]
h(3/2)=3/2 = h(x)> 0paratodax €]5/4,2]
h(3)=—-6 = h(x) <0paratodox €]2, +o0|
Por tanto, la desigualdad del enunciado se verifica pata) o paras/4 < x < 2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la siguiente desigualdad.
|x + 1] + |x? —3x + 2| < 4.
Solucién.Puesto quar? — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2), tenemos que
x4+ 1]+ [x*=3x+2|=|x+ 1|+ |(x = Dx=2)| = |x+ 1| + |x = 1]|x = 2|.

Para controlar los valores absolutos consideraremos para#o los casos < —1, -1 < x < 1,
l<x<2yx>2.

e Parax < —1tenemosx + 1|+ |x — 1||x —2| =—x -1+ (1 —x)(2—x) =x? —4x + 1. Por tanto,
la desigualdad del enunciadoxes—4x + 1 < 4, es decirx? —4x — 3 < 0. Es facil comprobar que
parax < —1 se verifica quec? — 4x — 3 > 0. Por tanto, para < —1 la desigualdad del enunciado
es siempre falsa.

e Para—1 < x < Itenemogx + 1|+ |x = 1||x = 2| =x 4+ 1 + (1 = x)(2 — x) = x> — 2x + 3. Por
tanto, la desigualdad del enunciado@s— 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices de
este trinomio sor — /2 y 1 4+ +/2. Es inmediato comprobar qué — 2x — 1 < 0 equivale a que
1—+/2<x <1442 Como—1 < 1—+/2 < 1, concluimos que la desigualdad del enunciado es
vélida paral — 2 < x < 1.

e Paral < x < 2tenemogx + 1| + [x —1||x =2 =x+ 1+ (x = D2 —x) = —x? +4x — 1.
Por tanto, la desigualdad del enunciado-es + 4x — 1 < 4, es decirx? —4x + 5 > 0. Este
trinomio no tiene raices reales, por tanto se verificaxfue 4x + 5 > 0 para todax € R (observa
quex? —4x + 5= (x —2)2 + 1 > 0). Concluimos que la desigualdad del enunciado es valida par
l<x<?2.

e Parax > 2tenemosgx + 1| + |x — 1]||x = 2| =x + 1 + (x — 1)(x — 2) = x> — 2x + 3. Por tanto,
la desigualdad del enunciado €5 — 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices de este
trinomio sonl — v/2 y 1 + /2. Es inmediato comprobar qu&® — 2x — 1 < 0 equivale a que
1 -2 < x <14 +/2.Como2 < 1+ +/2, concluimos que la desigualdad del enunciado es valida
para2 < x < 1 + /2.

Parax =—1 la desigualdad no se verifica. Para 1 y x =2 la desigualdad se verifica. Concluimos
que la desigualdad se verifica pdra v/2 < x < 1 + /2. ©
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